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问题形式

考虑具有如下形式的问题：

min
x∈X

F(x1, x2, · · · , xs) = f (x1, x2, · · · , xs) +

s∑
i=1

ri(xi),

X是函数的可行域，自变量x拆分成s个变量块x1, x2, · · · , xs，每个
变量块xi ∈ Rni．

函数f是关于x的可微函数，每个ri(xi)关于xi是适当的闭凸函数，
但不一定可微．

目标函数F的性质体现在f，每个ri以及自变量的分块上．通常情
况下，f对于所有变量块xi不可分，但单独考虑每一块自变量
时，f有简单结构；ri只和第i个自变量块有关，因此ri在目标函数
中是一个可分项．

求解该问题的难点在于如何利用分块结构处理不可分的函数f．
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问题形式

分组LASSO模型：参数x = (x1, x2, · · · , xG) ∈ Rp 可以分成G组，
且{xi}G

i=1中只有少数的非零向量．

min
x

1
2n
‖b− Ax‖2

2 + λ

G∑
i=1

√
pi‖xi‖2.

K-均值聚类问题的等价形式：

min
Φ,H

‖A− ΦH‖2
F,

s.t. Φ ∈ Rn×k,每一行只有一个元素为1，其余为0,
H ∈ Rk×p.

低秩矩阵恢复: 设b ∈ Rm是已知的观测向量，A是线性映射．

min
X,Y

1
2
‖A(XY)− b‖2

2 + α‖X‖2
F + β‖Y‖2

F,

其中α, β > 0为正则化参数．
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问题形式

非负矩阵分解：设M是已知张量，考虑求解如下极小化问题：

min
A1,A2,··· ,AN≥0

1
2
‖M− A1 ◦ A2 ◦ · · · ◦ AN‖2

F +

N∑
i=1

λiri(Ai),

其中“◦”表示张量的外积运算．

字典学习：设A ∈ Rm×n为n个观测，每个观测的信号维数是m，现
在我们要从A中学习出一个字典D ∈ Rm×k和系数矩阵X ∈ Rk×n：

min
D,X

1
2n‖DX − A‖2

F + λ‖X‖1,

s.t. ‖D‖F ≤ 1.

在这里自变量有两块，分别为D和X，此外对D还存在球约
束‖D‖F ≤ 1．
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挑战和难点

函数f关于变量全体一般是非凸的，这使得问题求解具有挑战性

应用在非凸问题上的算法收敛性不易分析，很多针对凸问题设计
的算法通常会失效

目标函数的整体结构十分复杂，变量的更新需要很大计算量

目目目标标标: 发展一种更新方式简单且有全局收敛性（收敛到稳定点）
的有效算法
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变量划分

分分分块块块坐坐坐标标标下下下降降降法法法更更更新新新方方方式式式：按照x1, x2, · · · , xs的次序依次固定其
他(s− 1)块变量极小化F，完成一块变量的极小化后，它的值便立
即被更新到变量空间中，更新下一块变量时将使用每个变量最新
的值．

变量划分

X k
i = {x ∈ Rni | (xk

1, · · · , xk
i−1, x, x

k−1
i+1 , · · · , x

k−1
s ) ∈ X}.

辅助函数

f k
i (xi) = f (xk

1, · · · , xk
i−1, xi, xk−1

i+1 , · · · , x
k−1
s ),

其中xk
j表示在第k次迭代中第j块自变量的值，函数f k

i 表示在第k次
迭代更新第i块变量时所需要考虑的目标函数的光滑部分．
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变量更新方式

在每一步更新中，通常使用以下三种更新格式之一：

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) + ri(xi)

}
, (1)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
f k
i (xi) +

Lk−1
i
2
‖xi − xk−1

i ‖2
2 + ri(xi)

}
, (2)

xk
i = argmin

xi∈X k
i

{
〈ĝk

i , xi − x̂k−1
i 〉+

Lk−1
i
2
‖xi − x̂k−1

i ‖2
2 + ri(xi)

}
, (3)

Lk
i > 0为常数

在更新格式(3)中，x̂k−1
i 采用外推定义：

x̂k−1
i = xk−1

i + ωk−1
i (xk−1

i − xk−2
i ), (4)

其中ωk
i ≥ 0为外推的权权权重重重，ĝk

i
def
== ∇f k

i (x̂k−1
i )为外推点处的梯度．
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算法格式

Algorithm 1分块坐标下降法

1: 初初初始始始化化化：：：选择两组初始点(x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
s ) = (x0

1, x
0
2, · · · , x0

s )．
2: for k = 1, 2, · · · do
3: for i = 1, 2, · · · do
4: 使用格式(1)或(2)或(3)更新xk

i．
5: end for
6: if满足停机条件 then
7: 返回(xk

1, x
k
2, · · · , xk

s)，算法终止．
8: end if
9: end for

三种格式都有其适用的问题，特别是子问题是否可写出显式解

在每一步更新中，三种迭代格式对不同自变量块可以混合使用，
不必仅仅局限于一种．
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算法格式

BCD算法的子问题可采用三种不同的更新格式，这三种格式可能
会产生不同的迭代序列，可能会收敛到不同的解，坐标下降算法
的数值表现也不相同．

格式(1)是最直接的更新方式，它严格保证了整个迭代过程的目标
函数值是下降的．然而由于f的形式复杂，子问题求解难度较大．
在收敛性方面，格式(1)在强凸问题上可保证目标函数收敛到极小
值，但在非凸问题上不一定收敛．

格式(2) (3)则是对格式(1)的修正，不保证迭代过程目标函数的单
调性，但可以改善收敛性结果．使用格式(2)可使得算法收敛性在
函数F为非严格凸时有所改善．

格式(3)实质上为目标函数的一阶泰勒展开近似，在一些测试问题
上有更好的表现，可能的原因是使用一阶近似可以避开一些局部
极小值点．此外，格式(3)的计算量很小，比较容易实现．
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例子：二元二次函数

考虑二元二次函数的优化问题

min f (x, y) = x2 − 2xy + 10y2 − 4x− 20y.

故采用格式(1)的分块坐标下降法为

xk+1 = 2 + yk, yk+1 = 1 +
xk+1

10
.

下图描绘了当初始点为 (x, y) = (0.5, 0.2)时的迭代点轨迹，可以看到在
进行了7次迭代后迭代点与最优解已充分接近．

0 2 4 6

1

2
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不收敛反例

值得注意的是，对于非凸函数f (x)，分块坐标下降法可能失效．Powell
在1973年就给出了一个使用格式(1)但不收敛的例子:

F(x1, x2, x3) = −x1x2 − x2x3 − x3x1 +

3∑
i=1

[(xi − 1)2
+ + (−xi − 1)2

+],

其中(xi − 1)2
+的含义为先对(xi − 1)取正部再平方．设ε > 0，初始点取

为
x0 =

(
−1− ε, 1 +

ε

2
,−1− ε

4

)
,

容易验证迭代序列满足

xk = (−1)k · (−1, 1,−1) + (−1
8

)k ·
(
−ε, ε

2
,−ε

4

)
,

这个迭代序列有两个聚点(−1, 1,−1)与(1,−1, 1)，但这两个点都不
是F的稳定点．
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LASSO问题求解

下面介绍如何使用分块坐标下降法来求解LASSO问题

min
x
µ‖x‖1 +

1
2
‖Ax− b‖2.

将自变量x记为x =
[
xi, x̄>i

]>,其中x̄i为x去掉第i个分量而形成的列向
量．而相应地，矩阵A在第i块的更新记为A =

[
ai Āi

]
,其中Āi为矩

阵A去掉第i列而形成的矩阵．
在第i块的更新中考虑格式(1)。做替换ci = b− Āix̄i，原问题等价于

min
xi

fi(xi)
def
== µ|xi|+

1
2
‖ai‖2xi

2 − aT
i cixi.

可直接写出它的最小值点

xk
i = argmin

xi

fi(xi) =


aT

i ci−µi

‖ai‖2 , aT
i ci > µ,

aT
i ci+µi

‖ai‖2 , aT
i ci < −µ,

0, 其他.
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K-均值聚类算法

当固定H时，设Φ的每一行为φT
i，那么根据矩阵分块乘法，

A− ΦH =


aT

1
aT

2
...

aT
n

−

φT

1
φT

2
...
φT

n

H =


aT

1 − φT
1 H

aT
2 − φT

2 H
...

aT
n − φT

n H

 .
注意到φi只有一个分量为1，其余分量为0，不妨设其第j个分量
为1，此时φT

i H 相当于将H 的第j行取出，因
此‖aT

i − φT
i H‖为aT

i与H的第j个行向量的距离．我们的最终目的是
极小化‖A− ΦH‖2

F，所以j应该选矩阵H中距离aT
i最近的那一行，

即

Φij =

1, j = argmin
l
‖ai − hl‖,

0, 其他.

其中hT
l表示矩阵H的第l行．
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K-均值聚类算法

当固定Φ时，此时考虑H的每一行hT
j，根据目标函数的等价性有

‖A− ΦH‖2
F =

k∑
j=1

∑
a∈Sj

‖a− hj‖2,

因此只需要对每个hj求最小即可．设āj是目前第j类所有点的均
值，则∑

a∈Sj

‖a− hj‖2 =
∑
a∈Sj

‖a− āj + āj − hj‖2

=
∑
a∈Sj

(
‖a− āj‖2 + ‖āj − hj‖2 + 2 〈a− āj, āj − hj〉

)
=
∑
a∈Sj

(
‖a− āj‖2 + ‖āj − hj‖2) ,

这里利用了交叉项
∑

a∈Sj

〈a− āj, āj − hj〉 = 0的事实．因此容易看

出，此时hj直接取为āj即可达到最小值
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非负矩阵分解

考虑最基本的非负矩阵分解问题

min
X,Y≥0

f (X,Y) =
1
2
‖XY −M‖2

F.

可以计算梯度

∂f
∂X

= (XY −M)YT,
∂f
∂Y

= XT(XY −M).

注意到在格式(3)中，当ri(X)为凸集示性函数时即是求解到该集合的投
影，因此得到分块坐标下降法如下：

Xk+1 = max{Xk − tx
k(XkYk −M)(Yk)T, 0},

Yk+1 = max{Yk − ty
k(Xk)T(XkYk −M), 0},

其中tx
k, t

y
k是步长，
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字典学习

minD,X
1

2n‖DX − A‖2
F + λ‖X‖1 + µ

2 ‖D‖
2
F.

当固定变量D时，考虑函数

fD(X) =
1
2n
‖DX − A‖2

F + λ‖X‖1.

使用格式(3)．通过直接计算可得fD(X)中光滑部分的梯度为

G =
1
n

DT(DX − A),

因此格式(3)等价于

Xk+1 = proxtkλ‖·‖1

(
Xk − tk

n
(Dk)T(DkXk − A)

)
,

其中tk为步长．
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字典学习

minD,X
1

2n‖DX − A‖2
F + λ‖X‖1 + µ

2 ‖D‖
2
F.

当固定变量X时，考虑函数

fX(D) =
1
2n
‖DX − A‖2

F +
µ

2
‖D‖2

F.

使用格式(1)．计算关于DT的梯度为

∇DT fX(D) =
1
n

X(XTDT − AT) + µDT,

令梯度为零向量，可得

D = AXT(XXT + nµI)−1.

因为X ∈ Rk×n，其中k� n，所以XXT是一个比较小的矩阵，可以
方便地求出它的逆．故格式(1)等价于

Dk+1 = A(Xk+1)T(Xk+1(Xk+1)T + nµI)−1.



20/55

最大割问题的非凸松弛

最大割问题

(半定松弛) min 〈C,X〉 ,
s.t. Xii = 1, i = 1, 2, · · · , n,

X � 0.

(非凸松弛) min
〈
C,VTV

〉
,

s.t. vi ∈ Rp, ‖vi‖ = 1, i = 1, 2, · · · , n,
V = [v1, v2, · · · , vn].

比较两种松弛方式可知，非凸松弛通过引入分解X = VTV并限
制V的每一列的`2范数为1，将半定松弛中的X对角线元素为1以
及X半正定的约束消去了．

这两个问题一般不等价，当p充分大时二者等价．实际计算中通常
选取一个较小的p．
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最大割问题的非凸松弛

矩阵V是按列分成n块的，考虑格式(1)为例，取定i，固定其余vj

Tr





C11 · · · C1i · · · C1n
...

. . .
...

. . .
...

Ci1 · · · Cii · · · Cin
...

. . .
...

. . .
...

Cn1 · · · Cni · · · Cnn





vT
1 v1 · · · vT

1 vi · · · vT
1 vn

...
. . .

...
. . .

...
vT

i v1 · · · vT
i vi · · · vT

i vn
...

. . .
...

. . .
...

vT
n v1 · · · vT

n vi · · · vT
n vn




,

根据以上矩阵分块示意图可知和vi有关的部分为

CiivT
i vi +

∑
j 6=i

(Cij + Cji)vT
i vj.

由于约束‖vi‖ = 1，上式中第一项是常数。最终在第i步子问题是：

min fi(vi) =
(∑

j 6=i

CjivT
j

)
vi, s.t.‖vi‖ = 1.

其解为：vi = −

(∑
j 6=i

Cjivj

)
/

∥∥∥∥∥∑j 6=i
Cjivj

∥∥∥∥∥ .
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交替线性化方法

我们对格式(3)在s = 2且非凸的情况下进行收敛性分析.定义：

min Ψ(x, y)
def
= f (x) + g(y) + H(x, y), (x, y) ∈ Rn × Rm

其中f 和g为适当闭函数，H 为其定义域上的连续可微函数.

对该问题，格式化为如下基本形式：

xk+1 ∈ proxckf
(
xk − ck∇xH

(
xk, yk))

yk+1 ∈ proxdkg
(
yk − dk∇yH

(
xk+1, yk))

其中ck, dk 为步长参数. 由于f 和g不是凸函数，相应地proxf
和proxg 是集合函数，在迭代过程中只要求xk+1 和yk+1是相应集合
中的一个元素即可．由于自变量只有两块，对光滑部分H 我们采
用的是线性化处理，因此该格式又称为近似点交替线性化方法.

为了保证proxf 和proxg 是良定义的，还需要对f 和g提出下界有限
的假设．
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非凸函数的邻近算子

(适当闭函数的邻近算子)设 h是适当闭函数(可以非凸)，且具有有限的
下界，即满足infx∈domh h(x) > −∞,定义 h的邻近算子为

proxh(x) = arg min
u∈dom h

{
h(u) +

1
2
‖u− x‖2

}
.

定理

设h是适当闭函数且infx∈domh h(x) > −∞,则∀x ∈ dom h, proxh(x)是Rn

上的非空紧集.

Proof.
定义 g(u) = h(u) + 1

2‖u− x‖2,设 infx∈domh h(x) = l.
取u0 ∈ dom h,由于1

2‖u− x‖2 无上界，故∃R > 0,对∀满足‖u− x‖ > R
的u,成立 1

2‖u− x‖2 > g (u0)− l，即g(u) > g (u0).
这说明下水平集{u | g(u) 6 g (u0)}含于球‖u− x‖ 6 R内,即g有一个
非空有界下水平集.显然g(u)是闭函数,由Weierstrass定理可知, g(u)
的最小值点集合proxh(x)是非空紧集.
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非光滑非凸问题函数的次微分

前面介绍了闭凸函数的邻近算子与次梯度的关系，而对于非凸函数有
类似的结论。首先回顾一下非光滑非凸函数的次微分。

次微分

设f : Rn → (−∞,+∞]是适当下半连续函数.
对给定的x ∈ dom f ,满足如下条件的所有向量u ∈ Rn 的集合定义
为f 在点x处的Fréchet次微分:

lim inf
y→x,y 6=x

f (y)− f (x)− 〈u, y− x〉
‖y− x‖

≥ 0,

记为∂̂f (x).当x /∈ dom f 时,将∂̂f (x)定义为空集∅.

f 在点x ∈ Rn 处的极限次微分(或简称为次微分)定义为

∂f (x) = {u ∈ Rn : ∃ xk → x, f (xk)→ f (x), uk ∈ ∂̂f (xk)→ u}.

极限次微分通过对x附近的点处的Fréchet次微分取极限得到.
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∂̂f (x) ⊆ ∂f (x),前者是闭凸集,后者是闭集.并非在所有的x ∈ dom f
处都存在Fréchet次微分.
凸函数的次梯度要求不等式

f (y) ≥ f (x) + 〈g, y− x〉 , g ∈ ∂f (x)

在定义域内全局成立,而非凸函数只要求在极限意义下成立.
当f 是可微函数时, Fréchet次微分和次微分都退化成梯度.

如图，f (x)在 x3 处不存在Fréchet次微分,
但存在次微分

定理

设h是适当闭函数(可非凸)且有下界, u ∈ proxh(x),则x− u ∈ ∂h(u)
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假设条件

(1) f : Rn → (−∞,+∞]，g : Rm → (−∞,+∞]均为适当下半连续函
数，infRn×Rm Ψ > −∞, infRn f > −∞，以及infRm g > −∞

(2) H : Rn ×Rm → R是连续可微函数，且∇H在有界集上是联合利普
希茨连续的．即对于任意的B1 × B2 ⊂ Rn × Rm，存在L > 0使得对
于任意的(xi, yi) ∈ B1 × B2, i = 1, 2有

‖
(
∇xH(x1, y1)−∇xH(x2, y2),∇yH(x1, y1)−∇yH(x2, y2)

)
‖

≤L‖(x1 − x2, y1 − y2)‖.
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假设条件

根据假设，在有界集上H 关于每个分量都是梯度L-利普希茨连续
的，且参数与另一分量无关．即

‖∇xH (x1, y)−∇xH (x2, y)‖ 6 L ‖x1 − x2‖ ,
‖∇yH (x, y1)−∇yH (x, y2)‖ 6 L ‖y1 − y2‖ .

可以直接写出Ψ(x, y)的次微分：

∂Ψ(x, y) = (∇xH(x, y) + ∂f (x),∇yH(x, y) + ∂g(y))

其中“+”表示为集合间的加法.
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证明梗概

充分下降：找到一个正常数ρ1 使得

ρ1‖zk+1 − zk‖2 ≤ Ψ(zk)−Ψ(zk+1)

次梯度上界：假设算法产生的迭代序列有界，找到另一个常
数ρ2，使得次梯度有一个上界估计：

‖wk+1‖ ≤ ρ2‖zk+1 − zk‖, wk ∈ ∂Ψ(zk)

利用KL性质证明全序列收敛：假设Ψ是一个KL函数，证明迭代
序列{zk}k∈N是一个柯西列．

注：前两个步骤是证明多数算法的基本步骤，当这两个性质成立时，
对任意的算法产生的迭代序列的聚点集合都为非空连通紧集，且这些
聚点都是Ψ的临界点．
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近似点交替线性化方法下降量

设h : Rd → R是连续可微函数，梯度∇h是利普希茨连续的，相应的常
数为Lh，σ : Rd → (−∞,+∞]是适当下半连续函数且infRd σ > −∞．
固定t < 1

Lh
，则对任意的u ∈ dom σ 和ũ ∈ proxtσ(u− t∇h(u))，有

h(ũ) + σ(ũ) ≤ h(u) + σ(u)− 1
2

(
1
t
− Lh

)
‖ũ− u‖2.

证明：首先根据σ的假设，ũ是良定义的．根据ũ的最优性，有

〈ũ− u,∇h(u)〉+
1
2t
‖ũ− u‖2 + σ(ũ) ≤ σ(u).

再结合二次上界，有

h(ũ) + σ(ũ) ≤ h(u) + 〈ũ− u,∇h(u)〉+
Lh

2
‖ũ− u‖2 + σ(ũ)

≤ h(u) +
Lh

2
‖ũ− u‖2 + σ(u)− 1

2t
‖ũ− u‖2

= h(u) + σ(u)− 1
2

(
1
t
− Lh

)
‖ũ− u‖2.
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充分下降定理

在假设条件下，设{zk} = {(xk, yk)}为迭代格式产生的迭代序列，且假
设zk有界．取步长ck = dk = 1

γL，其中γ > 1是常数，L为∇H的利普希
茨系数，则以下结论成立：

(1) 迭代点处的函数值序列{Ψ(zk)}是单调下降的，且

ρ1

2
‖zk+1 − zk‖2 ≤ Ψ(zk)− Ψ(zk+1), ∀ k ≥ 0,

其中ρ1 = (γ − 1)L；

(2) 序列{‖zk+1 − zk‖}∞k=1平方可和，即

∞∑
k=1

(
‖xk+1 − xk‖2 + ‖yk+1 − yk‖2) =

∞∑
k=1

‖zk+1 − zk‖2 < +∞,

并由此推出limk→∞ ‖zk+1 − zk‖ = 0．
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证明

(1) 根据假设条件的(2)，H(x, y)关于每个分量都是利普希茨连续的，
由第30页的结论可得到每一步关于xk和yk的下降量估计：

H(xk+1, yk) + f (xk+1)

≤ H(xk, yk) + f (xk)− 1
2

(
1
ck
− L
)
‖xk+1 − xk‖2

= H(xk, yk) + f (xk)− 1
2

(γ − 1)L‖xk+1 − xk‖2,

以及

H(xk+1, yk+1) + g(yk+1)

≤ H(xk+1, yk) + g(yk)− 1
2

(
1
dk
− L
)
‖yk+1 − yk‖2

= H(xk+1, yk) + g(yk)− 1
2

(γ − 1)L‖yk+1 − yk‖2.
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证明

将上述两个不等式相加，消去H(xk+1, yk)，得到

Ψ(zk)− Ψ(zk+1)

=H(xk, yk) + f (xk) + g(yk)− H(xk+1, yk+1)− f (xk+1)− g(yk+1)

≥1
2

(γ − 1)L
(
‖xk+1 − xk‖2 + ‖yk+1 − yk‖2).

由此立即可得
ρ1

2
‖zk+1 − zk‖2 ≤ Ψ(zk)− Ψ(zk+1). (5)

此外，容易得知迭代点处的函数值{Ψ(zk)}关于k是单调递减的．根据
假设inf Ψ > −∞可知Ψ(zk)单调下降收敛到一个有限的数Ψ∗．
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证明

(2) 设N为任意的整数，在(5)式中对k求和，得

N−1∑
k=0

‖zk+1 − zk‖2 ≤ 2
ρ1

(Ψ(z0)− Ψ(zN)) ≤ 2
ρ1

(Ψ(z0)− Ψ∗).

令N →∞即可得
∑∞

k=0 ‖zk+1 − zk‖2 < +∞，从而

lim
k→∞

‖zk+1 − zk‖ = 0

注：定理表明进行一轮近似点交替线性化迭代后，函数值下降量的下
界可被相邻迭代点之间的距离控制．几乎所有下降类的算法在一定条
件下都满足这个性质．到此我们完成了收敛性分析的第一个步骤．
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次梯度上界

在上一步中我们证明了迭代点处的函数值Ψ k最终会收敛到某个值

但是这个值和局部最优解的关系还没有明确说明

序列{zk}的收敛性质在上面的定理中也没有体现

在这一部分我们将讨论序列{zk}是否会趋于某个临界点，这是收
敛性框架中的第二个步骤
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次梯度上界

在假设条件下，设{zk}是迭代格式产生的有界序列，对任意的整数k，
定义

Ak
x =

1
ck−1

(xk−1 − xk) +∇xH(xk, yk)−∇xH(xk−1, yk−1),

以及

Ak
y =

1
dk−1

(yk−1 − yk) +∇yH(xk, yk)−∇yH(xk, yk−1).

则有(Ak
x,A

k
y) ∈ ∂Ψ(xk, yk)且

‖(Ak
x,A

k
y)‖ ≤ ‖Ak

x‖+ ‖Ak
y‖ ≤ ρ2‖zk − zk−1‖,

其中ρ2 = (2γ + 3)L.
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证明

由迭代格式中更新xk的一阶最优性条件可知

∇xH(xk−1, yk−1) +
1

ck−1
(xk − xk−1) + uk = 0,

其中uk ∈ ∂f (xk)为f的一个次梯度．因此我们有

∇xH(xk−1, yk−1) + uk =
1

ck−1
(xk−1 − xk).

同理，由迭代格式中关于yk的更新可知

∇yH(xk, yk−1) + vk =
1

dk−1
(yk−1 − yk),

其中vk ∈ ∂g(yk)为g的一个次梯度．由Ak
x,A

k
y的定义和∂Ψ的表达式可得

Ak
x = ∇xH(xk, yk) + uk ∈ ∂xΨ(xk, yk),

Ak
y = ∇yH(xk, yk) + vk ∈ ∂yΨ(xk, yk).

即有(Ak
x,A

k
y) ∈ ∂Ψ(xk, yk)，我们需要证明的第一个结论因此成立．



38/55

证明

下面估计Ak
x和Ak

y的模长．这里需要借助假设的(2)，即∇H在有界集上
关于(x, y)是联合利普希茨连续的．因此对‖Ak

x‖我们有

‖Ak
x‖ ≤

1
ck−1
‖xk−1 − xk‖ + ‖∇xH(xk, yk)−∇xH(xk−1, yk−1)‖

≤ 1
ck−1
‖xk−1 − xk‖+ L

(
‖xk−1 − xk‖+ ‖yk−1 − yk‖

)
=

(
L +

1
ck−1

)
‖xk−1 − xk‖+ L‖yk−1 − yk‖

= (γ + 1)L‖xk−1 − xk‖+ L‖yk−1 − yk‖
≤ (γ + 2)L‖zk−1 − zk‖.

其中，第二个不等式是根据∇H的利普希茨连续性，最后一个不等式是
将‖xk−1 − xk‖和‖yk−1 − yk‖统一放大为‖zk−1 − zk‖．
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证明

另一方面，对‖Ak
y‖的估计只需要用到∇H关于y的利普希茨连续性：

‖Ak
y‖ ≤

1
dk−1
‖yk − yk−1‖+ ‖∇yH(xk, yk)−∇yH(xk, yk−1)‖

≤ 1
dk−1
‖yk − yk−1‖+ L‖yk − yk−1‖

=

(
1

dk−1
+ L
)
‖yk − yk−1‖

≤ (γ + 1)L‖zk − zk−1‖.

结合这两个估计我们最终得到

‖(Ak
x,A

k
y)‖ ≤ ‖Ak

x‖+ ‖Ak
y‖ ≤ (2γ + 3)L‖zk − zk−1‖ = ρ2‖zk − zk−1‖.
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子列收敛性

上面的分析表明，∂Ψ(zk)将会包含一个模长不断趋于0的向量，这
暗示着某种收敛性．由于有界序列{zk}一定有收敛的子列，因此
猜想{zk}的极限点应该和Ψ的临界点有一定的关系．我们有：

定义ω(z0)为近似点交替线性化方法从点z0出发产生迭代序列的所
有极限点集，且{zk}是有界序列，则以下结论成立：
(1) ∅ 6= ω(z0) ⊂ crit Ψ，其中crit Ψ定义为Ψ所有的临界点；

(2) zk与集合ω(z0)的距离趋于0，即

lim
k→∞

dist(zk, ω(z0)) = 0;

(3) ω(z0)是非空的连通紧集；

(4) Ψ在ω(z0)上是一个有限的常数．
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子列收敛性

上面的结论表明从点z0出发产生的点列{zk}的极限点都是Ψ的临界
点（次梯度集含有零向量）．

至此我们已经得到了迭代序列{zk}的子列收敛性，这至少保证了
算法在迭代过程中与临界点越来越接近．

一个自然的问题就是：{zk}全序列在何种条件下收敛？

这就要进入理论分析的第三个步骤：利用函数的KL性质.
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KL性质

定义Φη是凹连续函数ϕ : [0, η)→ R+的集合且满足如下条件：(i)
ϕ(0) = 0；(ii) ϕ在(0, η)内连续可微，在点0处连续；(iii)对任意
的s ∈ (0, η)，都有ϕ′(s) > 0．

设σ : Rd → (−∞,+∞]是适当下半连续函数．

(1) 称函数σ在给定点ū ∈ dom ∂σ
def
== {u | ∂σ(u) 6= ∅}处具有KL性质，

若存在η ∈ (0,+∞]和ū的一个邻域U以及函数ϕ ∈ Φη，使得

∀ u ∈ U ∩ [σ(ū) < σ < σ(ū) + η],

以下不等式成立：

ϕ′(σ(u)− σ(ū)) · dist(0, ∂σ(u)) ≥ 1,

其中dist(x, S)表示点x到集合S的距离．

(2) 若σ在dom ∂σ上处处满足KL性质，则称σ是一个KL函数．
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KL性质的解释

一大类函数都具有KL性质，该性质刻画了函数本身在给定点ū处
的某种行为．

如果点ū不是函数σ的临界点，那么KL性质在点ū处自然成立．因
此KL性质成立的不平凡情形是ū是σ的临界点，即0 ∈ ∂σ(ū)．

这种情况下KL性质保证了“函数σ可被锐化”．直观上来说，令

ϕ̃(u) = ϕ(σ(u)− σ(ū)),

KL性质在某种条件下可以改写成

dist(0, ∂ϕ̃(u)) ≥ 1,

其中u的取法需要保证σ(u) > σ(ū)．

以上性质表明，无论u多么接近临界点ū，ϕ̃(u)的次梯度的模长均
大于1．所以KL性质也被称为是函数σ 在重重重参参参数数数化化化子子子ϕ下的一个
锐锐锐化化化，这种几何性质在分析一阶算法的收敛性时起到关键作用．
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KL集合与函数

半代数,次分析以及对数指数函数是KL函数

Rd 的子集S是一个半代数集，如果存在有限个实多项式函
数gij, hij : Rd → R使得

S = ∪p
j=1 ∩

q
i=1 {u ∈ Rd : gij(u) = 0, hij(u) < 0}

函数h : Rd → (−∞,+∞]称为半代数的，如果它的
图{(u, t) ∈ Rd+1 : h(u) = t}是Rd+1 的半代数子集

设σ(u) : Rd → (−∞,+∞)是下半连续的恰当函数. 若σ 是半代数
的，则它在dom σ中任一点处满足KL性质.
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KL集合与函数

例子：

实多项式函数.

半代数集的指示函数.

半代数函数的有限和与有限乘积.

半代数函数的复合.

上极限/下极限类函数. 例如，当g是半代数函数并且C是半代数集
时，sup{g(u, v) : v ∈ C}是半代数的.

半正定矩阵锥，Stiefel流形以及恒秩矩阵都是半代数集.

S是Rd 中的非空半代数子集，则函数x→ dist(x, S)2 是半代数的.

‖ · ‖0, ‖ · ‖p是半代数函数，其中p是有理数.
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一致KL性质

由于非凸问题有多个临界点，有时单个点ū处的KL性质是不够的，我
们需要引入一致KL性质：

设Ω是紧集，σ : Rd → (−∞,+∞]是适当下半连续函数，在Ω上
为常数且在Ω的每个点处都满足KL性质，则存
在ε > 0, η > 0, ϕ ∈ Φη使得对任意ū ∈ Ω和所有满足以下条件的u：

{u ∈ Rd : dist(u, Ω) < ε} ∩ [σ(ū) < σ < σ(ū) + η],

有
ϕ′(σ(u)− σ(ū))dist(0, ∂σ(u)) ≥ 1.
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证明

因为Rd上的紧集可以由有限多个开集覆盖，因此该问题可在有限
个点上进行讨论．设µ是σ在Ω上的取值．由于Ω是紧集，根据有
限覆盖定理，存在有限多个开球B(ui, εi)（其
中ui ∈ Ω, i = 1, 2, · · · , p）使得Ω ⊂

⋃p
i=1 B(ui, εi)．

现在考虑这些点ui．在点ui 上KL性质成立，设ϕi : [0, ηi)→ R+

是对应的重参数化子，则对任意u ∈ B(ui, εi) ∩ [µ < σ < µ+ ηi]，
有逐点的KL性质：

ϕ′i(σ(u)− µ)dist(0, ∂σ(u)) ≥ 1.

取充分小的ε > 0使得

Uε
def
== {u ∈ Rd | dist(u, Ω) ≤ ε} ⊂

p⋃
i=1

B(ui, εi).
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证明

取η = mini ηi，以及

ϕ(s) =

∫ s

0
max

i
ϕ′i(t)dt, s ∈ [0, η).

容易验证ϕ ∈ Φη．

对任意的u ∈ Uε ∩ [µ < σ < µ+ η]，u必定落在某个
球B(ui0 , εi0)中，我们有

ϕ′(σ(u)− µ)dist(0, ∂σ(u)) = max
i
ϕ′i(σ(u)− µ)dist(0, ∂σ(u))

≥ ϕ′i0(σ(u)− µ)dist(0, ∂σ(u)) ≥ 1.

即一致KL性质成立.
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有限长度性质

设Ψ是KL函数，且满足假设条件，则以下结论成立：

1 序列{zk}的长度有限，即

∞∑
k=1

‖zk+1 − zk‖ < +∞.

2 序列{zk}收敛到Ψ的一个临界点z∗ = (x∗, y∗)．

注:上述定理的(1)有别于第一个步骤中充分下降定理的(2)：后者只得
到了‖zk+1 − zk‖平方可和的结论，而前者则说明从z0出发，迭代序列的
轨迹长度是有限的．这个结论显然比充分下降定理要强，也是推导全
序列收敛的关键．
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证明

由于{zk}是有界序列，存在收敛子列{zkq} → z̄, q→∞．和之前的
推导类似，不管全序列{zk}收敛性如何，对应的函数值
列{Ψ(zk)}总是收敛的，且

lim
k→∞

Ψ(zk) = Ψ(z̄). (6)

以下不妨设Ψ(z̄) < Ψ(zk)．这是因为若存在k̄使得Ψ(zk̄) = Ψ(z̄)，由
充分下降性可知zk̄+1 = zk̄，进而有zk = zk̄, ∀ k > k̄．结论自然成
立．

由极限(6)和极限点集ω(z0)的性质limk→∞ dist(zk, ω(z0)) = 0可知
对任意的ε, η > 0，存在充分大的正整数l，使得对任意的k > l，

Ψ(zk) < Ψ(z̄) + η, dist(zk, ω(z0)) < ε.

以上的分析说明当k充分大时，迭代点序列最终会满足一致 KL性
质的前提．下面就在这个结论下分别证明定理的两个结论．
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证明

(1) 根据临界点的性质，ω(z0)是非空紧集，且Ψ在ω(z0)上是常数．在
一致KL性质中令Ω = ω(z0)，对任意的k > l，

ϕ′(Ψ(zk)− Ψ(z̄))dist(0, ∂Ψ(zk)) ≥ 1.

根据第二个步骤中次梯度上界的引理可知

dist(0, ∂Ψ(zk)) ≤ ‖(Ak
x,A

k
y)‖ ≤ ρ2‖zk − zk−1‖.

代入KL性质有

ϕ′(Ψ(zk)− Ψ(z̄)) ≥ 1
ρ2
‖zk − zk−1‖−1. (7)

另外，由ϕ的凹性，有

ϕ(Ψ(zk)− Ψ(z̄))− ϕ(Ψ(zk+1)− Ψ(z̄))

≥ϕ′(Ψ(zk)− Ψ(z̄))(Ψ(zk)− Ψ(zk+1)).
(8)
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证明

为了表示方便，定义

∆p,q = ϕ(Ψ(zp)− Ψ(z̄))− ϕ(Ψ(zq)− Ψ(z̄)),

其中p, q为任意正整数．定义常数

C =
2ρ2

ρ1
> 0.

根据不等式(8)，使用(7)式和第一个步骤中的充分下降定理分别估计
不等号右边的两项，有

∆k,k+1 ≥ ϕ′(Ψ(zk)− Ψ(z̄))(Ψ(zk)− Ψ(zk+1))

≥ 1
ρ2
‖zk − zk−1‖−1 · ρ1

2
‖zk+1 − zk‖2

=
‖zk+1 − zk‖2

C‖zk − zk−1‖
,

等价于

‖zk+1 − zk‖ ≤
√

C∆k,k+1‖zk − zk−1‖.
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证明

根据基本不等式2
√

ab ≤ a + b, ∀ a, b > 0，我们取a = ‖zk − zk−1‖,
b = C∆k,k+1，则

2‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖zk − zk−1‖+ C∆k,k+1.

对任意的k > l，在上式中把k替换成i并对i = l + 1, l + 2, · · · , k求和，得

2
k∑

i=l+1

‖zi+1 − zi‖ ≤
k∑

i=l+1

‖zi − zi−1‖+ C
k∑

i=l+1

∆i,i+1

≤
k∑

i=l+1

‖zi+1 − zi‖+ ‖zl+1 − zl‖+ C∆l+1,k+1.

最后一个不等式是因为∆p,q + ∆q,r = ∆p,r.
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证明

注意到上式不等号右边刚好可以和左边部分抵消，我们有

k∑
i=l+1

‖zi+1 − zi‖

≤‖zl+1 − zl‖+ C
(
ϕ(Ψ(zl+1)− Ψ(z̄))− ϕ(Ψ(zk+1)− Ψ(z̄))

)
≤‖zl+1 − zl‖+ Cϕ(Ψ(zl+1)− Ψ(z̄)).

不等式右边是有界的数且与k无关，由级数收敛的定义立即可得

∞∑
k=1

‖zk+1 − zk‖ < +∞.
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(2) 在
∑∞

k=1 ‖zk+1 − zk‖ < +∞的前提下{zk}全序列收敛是显然的．这
等价于证明{zk}是柯西列．对任意q > p > l，

zq − zp =

q−1∑
k=p

(zk+1 − zk),

根据三角不等式，

‖zq − zp‖ =

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
k=p

(zk+1 − zk)

∥∥∥∥∥∥ ≤
q−1∑
k=p

‖zk+1 − zk‖,

而‖zk+1 − zk‖的可和性意味着
∑∞

k=l+1 ‖zk+1 − zk‖趋于0．因
此{zk}是一个柯西列，算法产生的迭代序列有全序列收敛性.
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