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数据同化

Ø 随机动⼒系统
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演化⽅程: 𝑥!"# = ℱ 𝑥! +𝜔!"#
观测⽅程: 𝑦!"# = ℋ 𝑥!"# + 𝜂!"#

数据
观测模型

演化模型

噪⾳

状态

- 初值 ： 𝑥$ ∼ 𝜌$ 𝑥 = 𝒩(𝑥;𝑚$, 𝐶$)
- 模型噪⾳： 𝜔% ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ&)
- 观测噪⾳： 𝜂% ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ')
- 独⽴性假设： 𝑥$ ⊥ 𝜔% 𝑥$ ⊥ 𝜂% 𝜔% ⊥ 𝜂(

隐马尔科夫模型
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平滑问题

Ø 平滑问题（给定 𝑁线下处理）
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参数: 𝑋 = {𝑥$, 𝑥#, ⋯ , 𝑥)}

观测: 𝑌 = {𝑦$, 𝑦#, ⋯ , 𝑦)}

反问题: 𝑌 = 𝒢 𝑋 + 𝜂 𝜂 ∼ 𝒩(𝑥; 0, Σ'⊗ 𝐼)

𝒢 𝑋 := [ℋ 𝑥# ;ℋ 𝑥* ⋯ℋ 𝑥) ]

后验分布: 𝜌 𝑋 𝑌
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平滑问题

Ø 平滑问题（给定 𝑁线下处理）
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先验分布: 𝜌+,-., 𝑋 = 𝜌 𝑥), 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$
= 𝜌 𝑥)|𝑥)/#  𝜌 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$
= 𝜌 𝑥$ ∏!0$

)/#𝜌 𝑥!"#|𝑥!

∝ 𝑒/1 2

𝑅 𝑋 =
1
2
∥ 𝐶$

/#* (𝑥$ −𝑚$) ∥* +
1
2
J
!0$

)/#

∥ Σ&
/#* (𝑥!"# − ℱ 𝑥! ) ∥*
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平滑问题

Ø 平滑问题（给定 𝑁线下处理）
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似然函数: 𝜌 𝑌|𝑋 = 𝜌 𝑦), 𝑦)/#, ⋯ , 𝑦# | 𝑥), 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$

= ∏!0#
) 𝜌 𝑦% |𝑥), 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$  

∝ 𝑒/3 2,5

Φ(𝑋, 𝑌) =
1
2
J
!0$

)/#

∥ Σ'
/#* (𝑦!"# −ℋ 𝑥!"# ) ∥*

求后验分布: 𝜌+.67 𝑋; 𝑌 = 𝜌 𝑋 𝑌 ∝ 𝑒/3! 2,5

Φ1(𝑋, 𝑌) = Φ 𝑋, 𝑌 + 𝑅(𝑋)



𝑦!"#
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滤波问题

Ø 滤波问题（线上处理）
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时刻𝑛 + 1的观测集: 𝑌!"# = {𝑦$, 𝑦#, ⋯ , 𝑦!"#}

时刻𝑛 + 1的滤波分布: 𝜌(𝑥!"#|𝑌!"#)

𝑦!"*

𝜌 𝑥!|𝑌! 𝜌 𝑥!"#|𝑌!"#

𝜌 𝑥!"*|𝑌!"*
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滤波问题

Ø 滤波问题（线上处理）
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预测:

𝜌 𝑥!"# 𝑌! = M𝜌 𝑥!"# 𝑥!, 𝑌! 𝜌 𝑥! 𝑌! 𝑑𝑥!

= M𝜌 𝑥!"# 𝑥! 𝜌! 𝑥! 𝑌! 𝑑𝑥!

∝ Mexp(
1
2
∥ Σ&

/#* 𝑥!"# − ℱ 𝑥! ) ∥* 𝜌! 𝑥! 𝑌! 𝑑𝑥!

𝜌 𝑥!|𝑌!
预测：𝜌 𝑥!"#|𝑌!
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滤波问题

Ø 滤波问题（线上处理）
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分析:
𝜌 𝑥!"# 𝑌!"# = 𝜌 𝑥!"# 𝑌!, 𝑦!"#

= 8 𝑦!"# 𝑌!, 𝑥!"# 8 𝑥!"# 𝑌!
8 𝑦!"# 𝑌!

= 8 𝑦!"# 𝑥!"# 8 𝑥!"# 𝑌!
8 𝑦!"# 𝑌!

∝ exp(− #
* ∥ Σ'

/"# (𝑦!"# − ℱ 𝑥!"# ) ∥*) 𝜌 𝑥!"# 𝑌!

𝜌 𝑥!|𝑌!
预测：𝜌 𝑥!"#|𝑌!

分析：𝜌 𝑥!"#|𝑌!"#
𝑦!"#
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贝叶斯平滑和滤波

贝叶斯平滑: 𝜌+.67(𝑋; 𝑌)) = 𝜌(𝑋|𝑌))

贝叶斯滤波: 𝜌(𝑥!|𝑌!)

𝜌 𝑥) 𝑌) = M𝜌 𝑥), 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$ 𝑌) 𝑑𝑥$𝑑𝑥#⋯𝑑𝑥)/#

𝜌 𝑥! 𝑌! ≠ M𝜌 𝑥), 𝑥)/#, ⋯ , 𝑥$ 𝑌) 𝑑𝑥$⋯𝑑𝑥!/# 𝑑𝑥!"#⋯𝑑𝑥)



适定性
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- 解的存在性
- 解的唯⼀性
- 解连续地取决于初边值条件

Ø 物理现象中的数学模型

Ø 贝叶斯滤波和平滑问题

- 分布的存在性
- 分布的唯⼀性
- 分布连续地取决于 𝑌,ℋ,ℱ, 𝜌', 𝜌&, 𝜌+,-.,

常微分方程



适定性
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对于贝叶斯反问题

𝑦 = 𝒢 𝜃 + 𝜂 𝜂~ρ' 𝜃~𝜌+,-.,
定义

𝐿 𝜃 ≔ 𝜌'(𝑦 − 𝒢 𝜃 ) 𝐿9 𝜃 ≔ 𝜌'(𝑦 − 𝒢9 𝜃 )
假设存在𝐾#, 𝐾* > 0, 𝛿" > 0, 对任意𝛿 ∈ (0, 𝛿")

i) 𝐿 𝜃 − 𝐿9 𝜃 ≤ 𝜑 𝜃 𝛿, 𝔼:~8$%&'%[𝜑(𝜃)
*] ≤ 𝐾#*

ii) sup
:

𝐿 𝜃 + 𝐿9 𝜃 ≤ 𝐾*

那么存在Δ > 0, 𝑐 > 0，后验分布满⾜

𝒟< 𝜌+.67 𝜃; 𝒢9 , 𝜌+.67 𝜃; 𝒢 < 𝑐𝛿 ∀𝛿 ∈ (0, Δ)

适定性定理



适定性
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对于贝叶斯平滑问题，𝑌 = 𝑌)，假设
i) 𝑌 *, 𝑌= * ≤ 𝑅 < ∞

ii) 𝜑 𝑋 ≔ ∑!0#) ℋ 𝑥! *
*， 𝔼2~8$%&'%(2) 𝜑 𝑋 * < ∞

那么存在 𝑐 > 0，后验分布满⾜

𝒟< 𝜌+.67 𝑋; 𝑌	 , 𝜌+.67 𝑋; 𝑌′ < 𝑐 𝑌 − 𝑌= *

贝叶斯平滑问题对数据的适定性定理



适定性
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对于贝叶斯滤波问题，给定𝑁，假设
i) 𝑌) *, 𝑌)= * ≤ 𝑅 < ∞

ii) 𝜑 𝑋 ≔ ∑!0#) ℋ 𝑥! *
*， 𝔼2~8$%&'%(2) 𝜑 𝑋 * < ∞

那么存在 𝑐 > 0，滤波分布满⾜

𝒟@A 𝜌) 𝑥); 𝑌) , 𝜌) 𝑥); 𝑌′) < 𝑐 𝑌) − 𝑌)= *

贝叶斯滤波问题对数据的适定性定理



概率密度函数空间
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Ø 练习

1. #
*𝒟BC 𝜌D , 𝜌E ≤ 𝒟F 𝜌D , 𝜌E ≤ 𝒟BC 𝜌D , 𝜌E

2.定义 |𝑓|G = sup
H
𝑓 𝑥

𝒟BC 𝜌D , 𝜌E ≔
1
2
sup
|J|(K#

|𝔼8)𝑓 𝑥 − 𝔼8*𝑓 𝑥 |


